Equation de Bessel

Proposition — On considere I’équation dite de Bessel
(E) : 2y +y +zy =0.

L’unique solution bornée au voisinage de 0 telle que f(0) = 1 est la solution sur
R définie par

flz)=— /07r cos(x sin(0)) db.

DEMONSTRATION

Soit f une solution développable en série entiere en 0.
+oo

On note f(z) = Z apz™ son développement en 0 de rayon de convergence

n=0

R > 0.

Par hypothese, on vérifie
“+o00 —+00 “+o00
Viz| <R, z Z n(n — Da,z" 2 + Z na,z"t + x Z apxz” =0
n=2 n=1 n=0
—+00 “+oo “+oo
sVz| < R, a1 + Z n(n+ 1)a,12" + Z(n + Day12" + Z Ap_12" =0
n=1 n=1 n=1

s a1 =0 ar unicité du développement
Vn>1, (n+ 1)%ap1 +anq =0 p PP

N CL1:0
vn eN, (n+2)%a,40+a, =0~

Donc
Vn €N, a1 =0

n—1 _1 (_1)n
Vn € N, as, = ag H (k12 = a0(2”n!)2

k=0
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Comme f(0) =1,0ona

+00 n
(_1) 2n'

V|g| < R, f(z) =) o

n=0
. _1)n 2n
Soit x € R. Pour tout n € N, on pose b,, = ",
4n(n!)?
Alors ) )
Y O ) L N G
by, At ((n4+1)H)%2  4(n+1)2 notoo

Donc par critere de D’ Alembert, la série converge absolument pour tout z € R,
c’est-a-dire que le rayon de convergence est infini.

— (=1)"
Donc f : x> Z
n=0

- 2n . .
" est bien solution sur R.
4n(n!)?

Soit & > 0. Soit ¢ : ]0; a[— R une solution sur |0; o telle que ( f, g) soit libre.
On suppose g bornée au voisinage de 0.
On calcule le wronskien de f et g :

f g

W(f,g): g =fg' = fg.

On dérive le wronskien :

Vi €l0sal, W(F.0)(x) = Fa)g/(x) + F()g" () — ["()gla) — F'(2)g/ ()
= (@) () — 1()g(a)
— 1) (-2 = g(0)) + o) (22 4 510
= —(9() (@) ~ ()9 ()
1

Au vu de I’équation différentielle que vérifie le wronskien, on en déduit que

A
Vo €]0;af, W(z) = - ot A # 0.
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Donc A
Va €]0;af, f(x)g'(z) — f(z)g(z) = —.

X

Comme g est bornée au voisinage de 0, g admet une limite finie en 0. De plus
f(0) = 1 et au vu de I’équation (F), f'(0) = 0. Donc

, A
g (95) 0 =

Quitte a changer g pour —g (I’équation de Bessel est linéaire), on peut supposer
sans perte de généralité que A > 0.
En particulier, il existe o €]0; o[ tel que

, A
Va €]0; 2], ¢'(z) > 5

On integre cette inégalité :

Va €]0; x0], g(zo) — g(x) = /xo g(t)dt > /xo % dt = g(ln(xo) — In(z))

soit
(In(z) — In(wg)) + g(x9) —> —oc.

z—0t

g(z) <

N s

Absurde. g n’est donc pas bornée au voisinage de 0.

Ainsi f est la seule solution de (£) bornée au voisinage de 0 telle que f(0) = 1.

1 s
Pour tout = € R, on pose h(z) = — / cos(xsin(0)) df.

T™Jo
Comme pour tout § € R, I’application z + cos(zsin(6)) est de classe C? sur
R, d’apres le théoreme de régularité sous I'intégrale sur un segment, h est de
classe C? sur R de dérivées

Vz e R, I(z) = l/ — sin(#) sin(z sin(0)) df
m

et ) Oﬂ_

Ve e R, h'(x) = —/ —sin(#)? cos(x sin(6)) db.
T Jo
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Donc pour tout x € R,

ah’(z) + W (z) + zh(x)
_1 /0 (1 - sin(0)?) cos(xsin(6)) — sin(0) sin(x sin(6)) df

™

- % /07T x cos(0)? cos(a sin(f)) — sin(6) sin(x sin(6)) df

=~ [cos(8) sin(rsin(0))]]

= 0 car sin(0) = sin(7) = 0.

Comme h(0) = 1, par unicité de la solution bornée telle que y(0) = 1, on a
F=h 0

20-sided dice 4 2020-2021



